LONGITUD DE UNA CURVA PLANA 1

LONGITUD DE UNA CURVA PLANA

Vamos a determinar la longitud S del arco de una curva con ecuacion

y= f (X) , comprendida entre el intervalo [a,b]l de su dominio..

Dividiendo el arco ABen [ partes, uniendo luego los sucesivos puntos
de divisién por segmentos rectilineos.

Por ejemplo, el segmento petendrad como longitud

(ax P +(ay, )

Luego, tendremos una aproximacion de la longitud de la curva AB |
mediante la suma:

> lax +(anY

Si aumentamos indefinidamente el numero de puntos de division,
entonces las longitudes de los segmentos tienden a cero, por lo que:
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LONGITUD DE UNA CURVA PLANA 2

lez\/ (Ax, ¥ +(Ay, )

nos da el arco AB , siempre que el limite exista.

Para expresar el limite como una integral tenemos lo siguiente:
supongamos que la funcién con ecuaciéon Y = f (X) es continua y posee

derivada continua en cada punto de la curva, donde A(a, f(a))hasta

B(b1 f(b)). Luego, por el teorema del valor medio para derivadas,

existe un punto D (Xi 1 yi ) entre los puntos Dy E de Ia curva, donde

la tangente es paralela a la cuerda DE , esto es:

f’(xi*) o sea que AY; = 1"(xi*)Axi

Luego

S= leZ\/ Ax ) +(Ay, f

Lo cual se puede expresar como:

S = lez\/ (Ax,) f (x )Ax)

n—oo

S = lez\/Ax (/")) (ax, Y

n—oo

S = lez\/ AX. (1+ f (x )))

N—o0
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AX; =0

S = LimiZ::\/H(f 'x)f (ax,)

que por definicién corresponde a una integral definida:

S = "L+ (f/ (0 dx

dy b dy ?
/
Como P (x)= & la expresion nos queda: S= .L 1+(&j dx

Como la longitud de una curva no depende de la eleccién de los ejes

coordenados, si X puede expresarse como funcién de y , entonces
la longitud del arco esta dada por

S:J»f(b) 1+ dx
f(a) dy

Ejemplos
En cada caso calcular la longitud del arco de curva que se indica.

3
(x2 + 2)2
Ejemplo 1: y= T en el intervalo [013] :

Solucién:
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104

/=(x2+2)3/2/3

| | | | | ! | | | | | ‘ | | | ! | | | X>
9 8 7 6 5 -4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
24
_4—_
Designemos con S la longitud del arco.
2
b d
S = I 1+ Yy dx
a dx
_(x*+2)
Derivando la funcion y= 3 , entonces
d
Y X +2
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LONGITUD DE UNA CURVA PLANA S)

Luego:

b d 2
S:J. 1+ Y dx
a dx

Reemplazando la derivada

S = I03\/1+ (XM)Z dx

Eliminando el radical

S = 'f03\/1+(x2(x2 +2))dx

Efectuando la multiplicacién indicada

S :j3\/1+ x* + 2x%dx
0

Ordenando el trinomio

S = Iogx/x“ +2x% +1dx

Factorizando el trinomio cuadrado perfecto

S = j:\/(xz +1)2 dx

Eliminando el radical
3( 2
S = _[O (x +1)dx
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Resolviendo la integral

3 3

X
S=|—+X
3 0
Sustituyendo

3

S=%+3=9+3=12

2 3
Ejemplo 2: OX* = 4y . desde X =0 hasta X= 2\/§

Solucién:

Ix?=4y3
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LONGITUD DE UNA CURVA PLANA 7

Si derivamos implicitamente la funcion dada, observamos que la
variable q nos queda con exponente 1 , es decir

18xdx =12y°dy

En este caso, tomemos X como Vvariable dependiente y obtengamos la
dx dx 12y?
derivada d_y , con lo que nos queda : dy - 18x simplificando se

dx 2y°
llega a @ - 3—X

Luego, para determinar la longitud del arco aplicamos la expresioén:

Buscamos los valores correspondientes a los limites de integracion
2 3 — —
9(0) = 4y luego y= f (a) =0

9(2/3)2 = 4y°
9(4*3) = 4y

luego Y = f(b) =3
27=y°

2

@[ 2y
S_'[O 1+§ dy
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3 4y4
S =J-0 \/1+(9x2 ]dy

2 3
Reemplazando 9X~ =4Y

Simplificando

S = j031/1+ ydy

Resolviendo la integral

3

S=§@+yﬁ

0

Realizando la sustitucién

s =29 - o) -2 ]
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2 3
Ejemplo 3: (Y+1) =4X ,desde X=0 hasta Xx=1

Solucién

251

151

0.54

|

(y+1)2=4x3

-051 ‘
-1

-151

ady

Obtengamos dx por medio de derivacion implicita:

dy 2
2 1)—==12
(y + )dx X" donde

dy 6x°
dx y+1
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LONGITUD DE UNA CURVA PLANA 10

Luego
b d 2
S =_[ 1+(—yj dx
a dx

Reemplazando la derivada

1 6x% )
S = 1+ dx
0 y+1
S = I\/ [ 36x° )dx
y+1

Realizando sustituciones

LS

Simplificando

S = _[01\/1+ Oxdx

Integrando

1

s =2 (1+9x)%
27

0

Evaluando
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S = 2—27[(1+ 9)2 —(1+ o)%]

szi(\/ﬁ—l)

27
S = 2—27(10JE ~1)

ACTIVIDAD.

2 3
1. Calcule la longitud de arco de lacurva Y = X desde el punto ( 1
, 1) hastael punto (4, 8)

X2
2. Calcule la longitud de arco de la curva y= 7 desde el origen

hasta el punto (\/6,3)

3

. y:£@+%ﬁ
3. Calcule la longitud de arco de la curva desde el

o,& (\EEJ

punto 3 hasta el punto 3

3

2
4. Encuentre la longitud de la curva Y = (ZX _2)2 en el intervalo
[2,3] de su dominio

5. Determine la longitud del arco de la curva Y = LNSENX en el

7w T
intervalo Z’?
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